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§1 1 章の補足（p.132～p.143） 

問１ 

𝑓(𝑥) = 𝑒2𝑥とおくと 

𝑓(0) = 1 

𝑓′(𝑥) = 2𝑒2𝑥より, 𝑓′(0) = 2 

𝑓′′(𝑥) = 4𝑒2𝑥より, 𝑓′′(0) = 4 

𝑓′′′(𝑥) = 8𝑒2𝑥より, 𝑓′′′(0) = 8 

𝑓(4)(𝑥) = 16𝑒2𝑥より, 𝑓′′(0) = 16 

マクローリンの定理を適用すると 

𝒆𝟐𝒙 = 1 + 2 ∙ 𝑥 +
1

2!
∙ 4𝑥2 +

1

3!
∙ 8𝑥3 + 𝑅4 

= 𝟏 + 𝟐𝒙 + 𝟐𝒙𝟐 +
𝟒

𝟑
𝒙𝟑 + 𝑹𝟒 

𝑹𝟒 =
𝑓(4)(𝜃𝑥)

4!
𝑥4 

=
16𝑒2𝜃𝑥

4!
𝑥4 

=
𝟐

𝟑
𝒆𝟐𝜽𝒙𝒙𝟒（𝟎 < 𝜽 < 𝟏） 

 

問２ 

𝑛 = 4としてマクローリンの定理を適用する. 

𝑓(0) = 1 

𝑓′(𝑥) =
1

2
(1 + 𝑥)−

1
2 ∙ 1 =

1

2√1 + 𝑥
より,   𝑓′(0) =

1

2
 

𝑓′′(𝑥) = −
1

4
(1 + 𝑥)−

3
2 ∙ 1 = −

1

4√(1 + 𝑥)3
より, 

𝑓′′(0) = −
1

4
 

𝑓′′′(𝑥) =
3

8
(1 + 𝑥)−

5
2 ∙ 1 =

3

8√(1 + 𝑥)5
より,   

 𝑓′′′(0) =
3

8
 

𝑓(4)(𝑥) = −
15

16
(1 + 𝑥)−

7
2 ∙ 1 = −

15

16√(1 + 𝑥)7
 

よって 

𝑓(𝑥) = 1 +
1

2
𝑥 +

1

2!
∙ (−

1

4
) 𝑥2 +

1

3!
∙

3

8
𝑥3 + 𝑅4 

= 1 +
1

2
𝑥 −

1

8
𝑥2 +

1

16
𝑥3 + 𝑅4 

𝜀3 = 𝑅4 =
1

4!
{−

15

16√(1 + 𝜃𝑥)7
} 𝑥4 

= −
15

4! ∙ 16√(1 + 𝜃𝑥)7
𝑥4（0 < 𝜃 < 1） 

以上より, 𝑓(𝑥)の 3 次近似式は, 

1 +
1

2
𝑥 −

1

8
𝑥2 +

1

16
𝑥3であるから,   √1.1の近似値は 

√1.1 = √1 + 0.1 ≒ 1 +
1

2
∙ 0.1 −

1

8
∙ 0.12 +

1

16
∙ 0.13 

= 1 + 0.05 − 0.00125 + 0.0000625 

= 𝟏. 𝟎𝟒𝟖𝟖𝟏𝟑 

また, 誤差の限界は 

|𝜀3| =
15

4! ∙ 16√(1 + 𝜃𝑥)7
∙ 0.14 <

15

4! ∙ 16
∙ 0.14 

= 0.0000039 ⋯ ≒ 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟒 

 

問３ 

（１）𝑓(𝑥) = 𝑥2 (1 − cos
1

𝑥
)とおき,   さらに

1

𝑥
= 𝑦とおくと 

lim
𝑛→∞

𝑛2 (1 − cos
1

𝑛
) = lim

𝑥→∞
𝑥2 (1 − cos

1

𝑥
) 

= lim
𝑦→0

1

𝑦2
(1 − cos 𝑦) 

= lim
𝑦→0

(1 − cos 𝑦)(1 + cos 𝑦)

𝑦2(1 + cos 𝑦)
 

= lim
𝑦→0

1 − cos2 𝑦

𝑦2(1 + cos 𝑦)
 

= lim
𝑦→0

sin2 𝑦

𝑦2(1 + cos 𝑦)
 

= lim
𝑦→0

sin2 𝑦

𝑦2
∙

1

1 + cos 𝑦
 

= lim
𝑦→0

(
sin 𝑦

𝑦
)

2

∙
1

1 + cos 𝑦
 

= 12 ∙
1

1 + 1
=

𝟏

𝟐
 

 

（２）𝑓(𝑥) = 𝑥( √𝑒
𝑥

− 1)とおき,   さらに
1

𝑥
= 𝑦とおくと 

lim
𝑛→∞

𝑛( √𝑒
𝑛

− 1) = lim
𝑥→∞

𝑥( √𝑒
𝑥

− 1) 



= lim
𝑥→∞

𝑥 (𝑒
1
𝑥 − 1) 

= lim
𝑦→0

1

𝑦
(𝑒𝑦 − 1) 

= lim
𝑦→0

𝑒𝑦 − 1

𝑦
 

= lim
𝑦→0

(𝑒𝑦 − 1)′

(𝑦)′
 ※ロピタルの定理 

= lim
𝑦→0

𝑒𝑦 = 𝟏 

 

問４ 

（１）関数
log 𝑥

√𝑥
をとり,   ロピタルの定理を用いると 

lim
𝑛→∞

log 𝑛

√𝑛
= lim

𝑥→∞

log 𝑥

√𝑥
 

= lim
𝑥→∞

(log 𝑥)′

(√𝑥)
′  

= lim
𝑥→∞

1
𝑥

1
2

𝑥−
1
2

 

= lim
𝑥→∞

2

𝑥−
1
2

+1
 

= lim
𝑥→∞

2

√𝑥
= 𝟎 

（２）関数
𝑥√𝑥

𝑒𝑥
をとり,   ロピタルの定理を用いると 

lim
𝑛→∞

𝑛√𝑛

𝑒𝑛
= lim

𝑥→∞

𝑥√𝑥

𝑒𝑥
 

= lim
𝑥→∞

(𝑥
3
2)

′

(𝑒𝑥)′
 

= lim
𝑥→∞

3
2

𝑥
1
2

𝑒𝑥
 

= lim
𝑥→∞

3

2
∙

(𝑥
1
2)

′

(𝑒𝑥)′
 

= lim
𝑥→∞

3

2
∙

1
2

𝑥−
1
2

𝑒𝑥
 

=
3

4
lim
𝑥→∞

1

√𝑥𝑒𝑥
= 𝟎 

 

問５ 

（１） lim
𝑛→∞

𝑛!

2𝑛 + 3𝑛
= lim

𝑛→∞

𝑛! ×
1
𝑛!

(2𝑛 + 3𝑛) ×
1
𝑛!

 

= lim
𝑛→∞

1

2𝑛

𝑛!
+

3𝑛

𝑛!

= ∞ 

（２） lim
𝑛→∞

𝑛52𝑛

𝑛!
= lim

𝑛→∞

𝑛52𝑛 × 2𝑛

𝑛! × 2𝑛
 

= lim
𝑛→∞

𝑛522𝑛

𝑛! 2𝑛
 

= lim
𝑛→∞

𝑛5

2𝑛
∙

4𝑛

𝑛!
= 𝟎 

 

問６ 

図のように,   関数𝑦 =
1

√𝑥
と影をつけた部分の面積を 

考えると 

1 +
1

√2
+

1

√3
+ ⋯ +

1

√𝑛
> ∫

1

√𝑥
𝑑𝑥

𝑛+1

1

 

 

 

 

 

 

 

 

ここで,   ∫
1

√𝑥
𝑑𝑥

𝑛+1

1

= ∫ 𝑥−
1
2𝑑𝑥

𝑛+1

1

 

= [

~
2√𝑥

 
]

1

𝑛+1

 

= 2(√𝑛 + 1 − √1) 

= 2(√𝑛 + 1 − 1) 

 

与えられた級数の第𝑛部分和を𝑆𝑛とすると 

𝑆𝑛 > 2(√𝑛 + 1 − 1) 

ここで, lim
𝑛→∞

2(√𝑛 + 1 − 1) = ∞であるから, 

lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = ∞ 

したがって, この級数は発散する. 

 

問７ 

図のように,   関数𝑦 =
1

√𝑥
と影をつけた部分の面積を 

考えると 

1 +
1

2√2
+

1

3√3
+ ⋯ +

1

𝑛√𝑛
> ∫

1

𝑥√𝑥
𝑑𝑥

𝑛

1

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

ここで,   ∫
1

𝑥√𝑥
𝑑𝑥

𝑛

1

= ∫ 𝑥−
3
2𝑑𝑥

𝑛+1

1

 

= [−
2

√𝑥
]

1

𝑛

 

= −2 (
1

√𝑛
−

1

√1
) 

= 2 (1 −
1

√𝑛
) 

 

与えられた級数の第𝑛部分和を𝑆𝑛とすると 

𝑆𝑛 < 1 + 2 (1 −
1

√𝑛
) = 3 −

2

√𝑛
< 3 

よって, lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 < 3となり, この級数は収束する. 

 

問８ 

（１） (右辺)
2

− (左辺)
2

= (2𝑛)2 − (√𝑛(𝑛 + 1))
2

 

= 4𝑛2 − 𝑛(𝑛 + 1) 

= 3𝑛2 − 𝑛 

= 𝑛(3𝑛 − 1) 

𝑛 ≧ 1のとき, 3𝑛 − 1 ≧ 2であるから, 𝑛(3𝑛 − 1) > 0 

よって, (2𝑛)2 > (√𝑛(𝑛 + 1))
2

 

ここで, 2𝑛 > 0, √𝑛(𝑛 + 1) > 0であるから 

√𝑛(𝑛 + 1) < 2𝑛 

 

（２）（１）より,   
1

√𝑛(𝑛 + 1)
>

1

2𝑛
 

ここで,   ∑
1

2𝑛

∞

𝑛=1

=
1

2
(1 +

1

2
+

1

3
+ ⋯ )は発散する. 

※例題 5 より 

そのため, この級数は発散する. 

 

問９ 

|(−1)𝑛| = 1, 𝑛2 + 1 > 0より 

 

|
(−1)𝑛

𝑛2 + 1
| =

1

𝑛2 + 1
<

1

𝑛2
 

ここで,   ∑
1

𝑛2

∞

𝑛=1

は収束するので,  ※例題６より  

∑ |
(−1)𝑛

𝑛2 + 1
|

∞

𝑛=1

も収束する. 

したがって,   ∑
(−1)𝑛

𝑛2 + 1

∞

𝑛=1

も収束する. 

（２）|sin 𝑛| ≦ 1 より,   |
sin 𝑛

𝑛2
| ≦

1

|𝑛2|
=

1

𝑛2
 

ここで,   ∑
1

𝑛2

∞

𝑛=1

は収束するので,  ※例題６より  

∑ |
sin 𝑛

𝑛2
|

∞

𝑛=1

も収束する. 

したがって,   ∑
sin 𝑛

𝑛2

∞

𝑛=1

も収束する. 

 

問 10 

与えられたべき級数は, 初項1, 公比2𝑥2の 

等比級数だから, 

|2𝑥2| < 1 のとき,   すなわち,   |𝑥| <
1

√2
の時の限り 

収束するので,   収束半径は
𝟏

√𝟐
である. 

 

問 11 

（１）等式の左辺は, 公比−𝑥2の等比級数であるから, 

|−𝑥2| < 1, すなわち, |𝑥| < 1のときに限り収束し, 

その和は 

1 − 𝑥2 + 𝑥4 − 𝑥6 + ⋯ =
1

1 − (−𝑥2)
=

1

1 + 𝑥2
 

したがって,   1 − 𝑥2 + 𝑥4 − 𝑥6 + ⋯ =
1

1 + 𝑥2
 

 

（２）（１）の左辺を0から𝑥まで積分すると 

𝑥 −
1

3
𝑥3 +

1

5
𝑥5 −

1

7
𝑥7 + ⋯ = ∫

1

1 + 𝑥2
𝑑𝑥

𝑥

0

 



= [

~
tan−1 𝑥

 
]

0

𝑥

 

= tan−1 𝑥 

したがって,   𝑥 −
1

3
𝑥3 +

1

5
𝑥5 −

1

7
𝑥7 + ⋯ = tan−1 𝑥 

 

問 12 

𝑓(𝑥) = sin 𝑥とおくと, 𝑓(0) = sin 0 = 0 

𝑓′(𝑥) = cos 𝑥より, 𝑓′(0) = cos 0 = 1 

𝑓′′(𝑥) = − sin 𝑥より, 𝑓′′(0) = − sin 0 = 0 

𝑓′′′(𝑥) = − cos 𝑥より, 𝑓′′′(0) = − cos 0 = −1 

𝑓(4)(𝑥) = sin 𝑥より, 𝑓(4)(0) = sin 0 = 0 

𝑓(5)(𝑥) = cos 𝑥より, 𝑓(5)(0) = cos 0 = 1 

よって 

𝑓(𝑥)に関するマクローリン級数は 

1 ∙ 𝑥 +
1

3!
∙ (−1) ∙ 𝑥 +

1

5!
∙ 1 ∙ 𝑥 + ⋯ 

= 𝑥 −
1

3!
𝑥3 +

1

5!
𝑥5 − ⋯ + (−1)𝑛

1

(2𝑛 + 1)!
𝑥2𝑛+1 + ⋯ 

(−1)𝑛
1

(2𝑛 + 1)!
𝑥2𝑛+1より 

𝑅2𝑛+1 = (−1)𝑛
𝑓2𝑛+1(𝜃𝑥)

(2𝑛 + 1)!
𝑥2𝑛+1（0 < 𝜃 < 1） 

= (−1)𝑛
cos 𝜃𝑥

(2𝑛 + 1)!
𝑥2𝑛+1 

よって 

lim
𝑛→∞

𝑅2𝑛+1 = lim
𝑛→∞

(−1)𝑛
cos 𝜃𝑥

(2𝑛 + 1)!
𝑥2𝑛+1 

= lim
𝑛→∞

(−1)𝑛 cos 𝜃𝑥
𝑥2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!
 

ここで,    lim
𝑛→∞

𝑥2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!
= 0 であるから 

lim
𝑛→∞

𝑅2𝑛+1 = 0である. 

よって 

𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝒙 −
𝟏

𝟑!
𝒙𝟑 +

𝟏

𝟓!
𝒙𝟓 − ⋯ + (−𝟏)𝒏

𝟏

(𝟐𝒏 + 𝟏)!
𝒙𝟐𝒏+𝟏 + ⋯ 

 

また 

𝑓(𝑥) = cos 𝑥とおくと, 𝑓(0) = cos 0 = 1 

𝑓′(𝑥) = − sin 𝑥より, 𝑓′(0) = − sin 0 = 0 

𝑓′′(𝑥) = − cos 𝑥より, 𝑓′′(0) = − cos 0 = −1 

𝑓′′′(𝑥) = sin 𝑥より, 𝑓′′′(0) = sin 0 = 0 

𝑓(4)(𝑥) = cos 𝑥より, 𝑓(4)(0) = cos 0 = 1 

𝑓(5)(𝑥) = − sin 𝑥より, 𝑓(5)(0) = − sin 0 = 0 

よって 

𝑓(𝑥)に関するマクローリン級数は 

1 +
1

2!
∙ (−1) ∙ 𝑥2 +

1

4!
∙ 𝑥4 − ⋯ 

= 1 −
1

2!
𝑥2 +

1

4!
𝑥4 − ⋯ + (−1)𝑛

1

(2𝑛)!
𝑥2𝑛 + ⋯ 

(−1)𝑛
1

(2𝑛)!
𝑥2𝑛より 

𝑅2𝑛 = (−1)𝑛
𝑓2𝑛(𝜃𝑥)

(2𝑛)!
𝑥2𝑛（0 < 𝜃 < 1） 

= (−1)𝑛
cos 𝜃𝑥

(2𝑛)!
𝑥2𝑛 

よって 

lim
𝑛→∞

𝑅2𝑛 = lim
𝑛→∞

(−1)𝑛
cos 𝜃𝑥

(2𝑛)!
𝑥2𝑛 

= lim
𝑛→∞

(−1)𝑛 cos 𝜃𝑥
𝑥2𝑛

(2𝑛)!
 

ここで,    lim
𝑛→∞

𝑥2𝑛

(2𝑛)!
= 0 であるから 

lim
𝑛→∞

𝑅2𝑛 = 0である. 

よって 

𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝟏 −
𝟏

𝟐!
𝒙𝟐 +

𝟏

𝟒!
𝒙𝟒 − ⋯ + (−𝟏)𝒏

𝟏

(𝟐𝒏)!
𝒙𝟐𝒏 + ⋯ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


